
Ñïèñîê îáÿçàòåëüíûõ çàäà÷
ïî òåîðìèíèìóìó ÈÒÔ ÍÀÍ Óêðàèíû.

Ïåðâàÿ ãðóïïà

• ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ I.

• ÌÅÕÀÍÈÊÀ.

Âòîðàÿ ãðóïïà

• ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ II.

• ÝËÅÊÒÐÎÄÈÍÀÌÈÊÀ.

• ÎÁÙÀß ÒÅÎÐÈß ÎÒÍÎÑÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ.

• ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ.

• ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÔÈÇÈÊÀ.

Òðåòüÿ ãðóïïà

• ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ III.

• ÔÈÇÈ×ÅÑÊÀß ÊÈÍÅÒÈÊÀ È ÃÈÄÐÎÄÈÍÀÌÈÊÀ.

• ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÅÎÐÈß ÒÂÅÐÄÎÃÎ ÒÅËÀ.

• ÊÂÀÍÒÎÂÀß ÒÅÎÐÈß ÏÎËß.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ I.

I. Êîìïëåêñíûå ÷èñëà

19. Íàéòè êîðíè óðàâíåíèÿ:(
1 + xi

1− xi

)n

=
1 + i tgα

1− i tgα
.

31. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

tg nφ =
C1

n tgφ− C3
n tg

5 φ+ C5
n tg

5 φ− . . .

1− C2
n tg

2 φ+ C4
n tg

4 φ− . . .
;

Ck
n =

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

1 · 2 · 3 . . . k
.

35. Âû÷èñëèòü ñóììó:

1 + 2 cosx+ 2 cos 2x+ . . .+ 2 cosnx.

47. Íàéòè âåëè÷èíó: (
1 + i√

2

)−i

.

95. Äîêàçàòü òîæäåñòâî:

sin
π

n
sin

2π

n
. . . sin

(n− 1)π

n
=

n

2n−1
.

99. Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå

(x21 + 1)(x22 + 1) . . . (x2n + 1),

ãäå x1, x2, . . . , xn � êîðíè ïîëèíîìà x
n+a1x

n−1+. . .+an; a1, . . . , an âåùåñòâåííûå.

104. Íàéòè çàâèñèìîñòü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè ïîëèíîìà a0x
3 + a1x

2 + a2x+
a3 = 0, åñëè ìåæäó åãî êîðíÿìè èìååòñÿ çàâèñèìîñòü: x1x2 + x2x3 = 2x1x3.

121. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ p è q óðàâíåíèå x5+px+ q = 0 èìååò òðè âåùåñòâåí-
íûõ êîðíÿ?

169. Ðàçëîæèòü íà ïðîñòåéøèå äðîáè:

1

x2n+1 + 1
.

177. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî:

1

1− x1
+

1

1− x2
+ . . .+

1

1− xn−1

=
n− 1

2
,
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ãäå xν � êîðíè óðàâíåíèÿ x
n = 1, îòëè÷íûå îò åäèíèöû.

II. Îñíîâû ëèíåéíîé àëãåáðû

Âû÷èñëèòü îïðåäåëèòåëè:

185. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 4 9 16
4 9 16 25
9 16 25 36
16 25 36 49

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

188. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 1 1
1 1 + b 1 1
1 1 1 + c 1
1 1 1 1 + d

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

196. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1(
x1

1

) (
x2

1

)
. . .

(
xn

1

)(
x1

2

) (
x2

2

)
. . .

(
xn

2

)
. . . . . . . . . . . .(
x1

n−1

) (
x2

n−1

)
. . .

(
xn

n−1

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∆

1! 2! 3! . . . (n− 1)!
,

ãäå
(
x
m

)
= x(x−1)...(x−m+1)

1·2...m , ∆ � îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà.

Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

203. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3 . . . an
a2 a3 a4 . . . a1
. . . . . . . . . . . . . . .
an a1 a2 . . . an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)
(n−1)(n−2)

2 φ(α1)φ(α2) . . . φ(αn),

ãäå φ(α) = ai + a2α+ . . .+ anα
n−1; α � êîðåíü óðàâíåíèÿ αn = 1.

204. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3 . . . n
2 3 4 . . . 1
. . . . . . . . . . . . . . .
n 1 2 . . . n− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (−1)
n(n−1)

2 · n(n+ 1)

2
nn−2.

208. Ýëåìåíòû îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà n ñâÿçàíû ðàâåíñòâàìè aνν=0, aνµ = iaµν ,
ν > µ, ãäå aµν � âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Íàéòè çíà÷åíèÿ n, ïðè êîòîðûõ îïðåäåëèòåëè
èìåþò âåùåñòâåííîå çíà÷åíèå ïðè ëþáîì âûáîðå aµν .

218. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:
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x− 4y + 2z = −1,

2x− 3y − z − 5t = −7,

3x− 7y + z − 5t = −8,

y − z − t = −1.

221. Ðåøèòü ñèñòåìó:

x2 + x3 + . . .+ xn−1 + xn = 1,

x1 + x3 + . . .+ xn−1 + xn = 2,

x1 + x2 + . . .+ xn−1 + xn = 3,

...............................

x1 + x2 + x3 + . . .+ xn−1 = n.

222. Ïîêàçàòü, ÷òî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îïðåäåëèòåëü ∆, ñîñòàâëåííûé èç n2

ýëåìåíòîâ aµν , ðàâåí íóëþ, èìååò ìåñòî ïðîïîðöèîíàëüíîñòü A1µ

A1ν
= A2µ

A2ν
= . . . =

Anµ

Anν
, ãäå Akl � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà akl.

229. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ n ïëîñêîñòåé Aνx+Bνy+Cνz+Dν = 0, ν = 1, 2, . . . , n,
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè ïî îäíîé ïðÿìîé?

III. Ìàòðèöû

231. Íàéòè âèä ýëåìåíòîâ ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1m
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . anm

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣ ,

ðàíã êîòîðîé ðàâåí åäèíèöå.

232. Ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ðàíãà r ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû r
ìàòðèö ðàíãà 1. Êàêîå ñëåäñòâèå äëÿ áèëèíåéíûõ ôîðì âûòåêàåò îòñþäà?

236. Â êàêîì ñëó÷àå ìàòðèöà A ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ yν = aν1x1+ aν2x2+
. . . + aνnxn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ AA1 = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à A1 �
òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà A?

237. Íàéòè âåùåñòâåííûå êîðíè óðàâíåíèÿ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − x a12 . . . a1n
a21 a22 − x . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

ïðè óñëîâèè, ÷òî aνµ = −aµν è âñå aνµ âåùåñòâåííûå.
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240. Äîêàçàòü, ÷òî êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ìàòðèöû ñ ýëåìåíòà-
ìè aµν èìåþò âåùåñòâåííóþ ÷àñòü, çàêëþ÷àþùóþñÿ ìåæäó íàèáîëüøèì è íàè-
ìåíüøèì êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ñ
ýëåìåíòàìè bµν , ãäå 2bµν = aµν + aνµ. Ïðè ýòîì âñå aµν âåùåñòâåííûå.

241. Íàéòè ãðàíèöû âåëè÷èíû âåùåñòâåííîé ÷àñòè êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
óðàâíåíèÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè.

246. Ýëåìåíòû ìàòðèöû ((bµν)) îïðåäåëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ïî ôîðìóëàì:
bµ+1,ν = bµ1a1ν + bµ2a2ν + . . . + bµnanν ; µ = 1, 2, . . . , n − 1, ãäå b11, b12, . . . , b1n è
aµν � äàííûå ÷èñëà. Íàéòè âåëè÷èíó ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëèòåëåé∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 − x a12 . . . a1n
a21 a22 − x . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

254. Ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ ñëåäóþùèå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû:

8x2 + 5y2 + 2z2 − 6yz + 4xz − 2xy.

257. Ôîðìû
n∑

µ=1

n∑
ν=1

aµνxµxν ,
n∑

µ=1

n∑
ν=1

bµνxµxν ïîëîæèòåëüíû. Äîêàçàòü, ÷òî è

ôîðìà
n∑

µ=1

n∑
ν=1

aµνbµνxµyν ïîëîæèòåëüíà.

302. Óçíàòü, èìåþò ëè îáùèé êîðåíü ïîëèíîìû φ(x) è ψ(x).

φ(x) = x5 + x2 + 1, ψ(x) = x5 − x3 + 2.

304. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:

5x2 − 5y2 − 3x+ 9y = 0,

5x3 + 5y3 − 15x2 − 13xy − y2 = 0.

309. Íàéòè äèñêðèìèíàíò xn + a = 0.

IV. Ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ

V. Èíòåãðàëû

Íàéòè âåëè÷èíû ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ:

563.
∫ xdx

x3−6x2+16x−6
.

570.
∫ 9x2−14x+1

x3−2x2−x+2
dx.

584. Íàéòè èíòåãðàë:∫ x6+16
x4−4

dx.
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589. Íàéòè èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû ïðèâåäåíèÿ:∫ dx
(x2+1)5

.

Ïîëüçóÿñü òîæäåñòâîì: 4a(ax2 + bx+ c)− (2ax+ b)2 = 4ac− b2 è èíòåãðèðóÿ ïî

÷àñòÿì èíòåãðàë (2ax2+b)2dx
(ax2+bx+c)n

, ìîæíî äîêàçàòü ôîðìóëó ïðèâåäåíèÿ:

(4ac− b2)un =
2n− 3

n− 1
· 2aun−1 +

1

n− 1
· 2ax+ b

(ax2 + bx+ c)n−1
,

ãäå

un =
∫ dx

(ax2 + bx+ c)n
.

627. Íàéòè èíòåãðàë A =
∫ dx

x4+1
, ââåäÿ âñïîìîãàòåëüíûé èíòåãðàë B =

∫ x2dx
x4+1

è çàìåòèâ, ÷òî èíòåãðàëû A + B è A− B áåðóòñÿ ñ ëåãêîñòüþ ïîñëå ïîäñòàíîâîê
x− 1

x
= u è x+ 1

x
= v.

630. Íàéòè èíòåãðàë
∫ √

1−x
1+x

dx, ïåðåâåäÿ èððàöèîíàëüíîñòü â çíàìåíàòåëü.

Íàéòè èíòåãðàëû:

644.
∫ dx

(
√
x+2+1)

√
x+2−1

.

665.
∫ dx√

x2+5x+7
.

710.
∫ (x2+1)dx

(x2−1)
√
x2−2x−1

.

714.
∫ (x3+1)dx

(x2+x+1)
√
x2+x+1

.

728.
∫
ln(

√
1− x+

√
1 + x2)dx.

737.
∫ x arcsinxdx

(1−x2)
√
1−x2 .

824.
∫ sinx√

cos 2x
dx.

827.
∫ x+shx

chx−shx
dx.

VI. Êðàòíûå èíòåãðàëû

Íàéòè ïëîùàäè êðèâûõ:

848. Ïåòëè ëèñòà Äåêàðòà x3 + y3 = 3axy.

850. Ïîäýðû ýëëèïñà (x2 + y2)2 = a2x2 + b2y2.

Íàéòè ïëîùàäè êðèâûõ, çàäàííûõ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

860. Ýëëèïñà r = p
1+e cosφ

, e < 1, 0 < φ < φ0.

863. Êðèâîé r = a
√
1 + ω2, φ = ω − arctgω, 0 < ω < ω0.

Íàéòè äëèíû äóã ñëåäóþùèõ êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâå:

890. y2 = 2ax− x2, z = −a ln
(
1− x

2a

)
; 0 < x < x0.

895. Ïàðàáîëà 4ay = x2 êàòèòñÿ ïî îñè Ox. Äîêàçàòü, ÷òî åå ôîêóñ îïèñûâàåò
öåïíóþ ëèíèþ y = a ch x

a
.
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Íàéòè îáúåì òåë, ïîëó÷åííûõ ïðè âðàùåíèè ñëåäóþùèõ ëèíèé:

904. Ýëëèïñà x2

a2
+ y2

b2
= 1 âîêðóã îñè Ox.

Íàéòè îáúåìû òåë, îãðàíè÷åííûå ïîâåðõíîñòÿìè:

915. y2 + z2 = a2 ch2 x
a
, −b < x < b.

Íàéòè ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííûå âðàùåíèåì óêàçàííûõ êðèâûõ âîêðóã äàííûõ
îñåé:

927. x2

a2
+ y2

b2
= 1, a > b; îêîëî Oy. (Ñïëþñíóòûé ýëëèïñîèä.)

933. x = a ln
a+
√

a2−y2

y
−

√
a2 − y2 (òðàêòðèñà) îêîëî Ox.

942. Ïåðåìåíèòü ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ â ñëåäóþùèõ èíòåãðàëàõ:

1∫
0
dy

1−y∫
−
√

1−y2

f(x, y)dx.

945. Ââåñòè âìåñòî x è y íîâûå ïåðåìåííûå è îïðåäåëèòü ïðåäåëû èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî íîâûì ïåðåìåííûì äëÿ ñëåäóþùèõ èíòåãðàëîâ:∫ ∫

S
f(x, y)dxdy, åñëè x = u cos v, y = sin v, à ïëîùàäü S îïðåäåëåíà íåðàâåíñòâàìè:

x > 0, y > 0, x2 + y2 < a2.

Íàéòè ïëîùàäè, îãðàíè÷åííûå êðèâûìè:

979.
(
x
a
+ y

b

)3
= xy

c2
(ïëîùàäü ïåòëè).

994. x2

ch2 u0
+ y2

sh2 u0
= c2, x2

ch2 u1
+ y2

sh2 u1
= c2; u1 > u0, x > 0;

x2

cos2 v0
− y2

sin2 v0
= c2, x2

cos2v1
− y2

sin2 v1
= c2; v1 > v0, y > 0.

Íàéòè îáúåìû, îãðàíè÷åííûå ïîâåðõíîñòÿìè:

1036.
(
x
a
+ y

b

)4
+ z2

c2
= 1; x > 0, y > 0, z > 0.

Íàéòè âåëè÷èíû ïîâåðõíîñòåé, óêàçàííûõ â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ.

1053. ×àñòè öèëèíäðà x2

a2
+ z2

b2
= 1, çàêëþ÷åííîé âíóòðè öèëèíäðà x2

a2
+ y2

c2
=

1; a > b.

1064. x2 + y2 = z2 âíóòðè öèëèíäðà (x2 + y2)2 = 2xy ïðè z ≥ 0.

Íàéòè âåëè÷èíû êðèâîëèíåéíûõ èíòåãðàëîâ:

1080. Íàéòè èíòåãðàë
∫

AB
x2ds, ãäå ïóòü èíòåãðèðîâàíèÿ � âåðõíÿÿ ïîëîâèíà

îêðóæíîñòè x2 + y2 = a2 ìåæäó òî÷êàìè A(a, 0) è B(−a, 0).
Íàéòè îáúåìû, îãðàíè÷åííûå ïîâåðõíîñòÿìè:

1149. (x2 + y2 + z2)5 = (a3x2 + b3y2 + c3z2)2.

1155. (x2 + y2 + z2)2 = a6

x2+y2
.

1172.
(
x
a
+ y

b
+ z

c

)3
= sin

π(x
a
+ y

b )
x
a
+ y

b
+ z

c
; x > 0, y > 0.

Íàéòè êîîðäèíàòû öåíòðà òÿæåñòè îäíîðîäíûõ òåë, îãðàíè÷åííûõ ñëåäóþùè-
ìè ïîâåðõíîñòÿìè.
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1193.
√

x
a
+

√
y
b
+

√
z
c
= 1; x > 0, y > 0, z > 0.

1207. Íà êàæäîé ïðÿìîé J , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð òÿæåñòè òåëà, îòëîæåí
îòðåçîê, äëèíîé 1√

JJ
. Äîêàçàòü, ÷òî êîíöû ýòèõ îòðåçêîâ ëåæàò íà ýëëèïñîèäå

Ax2 +By2 + Cz2 − 2Dxy − 2Exy − 2Fyz = 1;

ýòîò ýëëèïñîèä íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîèäîì èíåðöè äàííîãî òåëà.

1226. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî
∫ ∫
s

cos(n, x)dσ = 0, ãäå S � çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü,

n � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê íåé.

1230. Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ãàóññà ê âåêòîðó u grad v, ïîëó÷èòü ôîðìóëó Ãðèíà:

∫ ∫ ∫
ω

[
u∆v +

∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
+
∂u

∂z

∂v

∂z

]
dω = −

∫ ∫
σ

u
∂v

∂n
dσ.

Çäåñü ω � îáúåì, σ � åãî ïîâåðõíîñòü, ∂v
∂n
, ðàâíàÿ ∂v

∂x
cosα + ∂v

∂y
cos β + ∂v

∂z
cos γ, �

ïðîèçâîäíàÿ ïî âíóòðåííåé íîðìàëè, è

△v =
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2
.

1237. Äîêàçàòü ôîðìóëó äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u(x, y):∫
S

∂u

∂n
ds = 0.

1249. Äîêàçàòü ðàâåíñòâî Ðèìàíà:∫ ∫
σ

[uF (v)− vG(u)]dσ =
∫
S

(Mdx+Ndy).

Çäåñü S � êîíòóð ïëîùàäè σ,

F (v) =
∂2v

∂x∂y
− a

∂v

∂x
− b

∂v

∂y
− cv,

G(u) =
∂2u

∂x∂y
+ a

∂u

∂x
+ b

∂u

∂y
− cu,

ãäå M = −u ∂v
∂x

+ buv; N = −v ∂u
∂y

− auv.

Íàéòè ñëåäóþùèå èíòåãðàëû:

1278.
1∫
0

1∫
0
. . .

1∫
0
(x1x2 + x1x3 + . . .+ xn−1xn)dx1dx2 . . . dxn.

1280. Ïðè ïðåæíèõ îáîçíà÷åíèÿõ î÷åâèäíû ðàâåíñòâà:

vn =
∫ ∫

x2
1+x2

2<1

dx1dx2

∫ ∫
. . .

∫
x2
3+x2

4+...+x2
n<1−x2

2−xn

dx3dx4 . . . dxn =
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∫ ∫
x2
1+x2

2<1

(1− x21 − x22)
n
2
−1vn−2dx1dx2.

Ïîëüçóÿñü èìè, äîêàçàòü, ÷òî

un(a) =
π

n
2 an

Γ
(
n
2
+ 1

) ,
ãäå

un(a) =
∫ ∫

. . .
∫

x2
1+x2

2+...+x2
n<a2

dx1dx2 . . . dxn,

Â ÷àñòíîñòè, u1 = 2a, u2 = πa2, u3 =
4
3
πa3, u4 =

π2

2
a4, . . .

VII. Îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöàëüíûå óðàâíåíèÿ

1322. Îïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå a è b òàê, ÷òîáû âûðàæåíèå

(ax2 + 2xy + y2)dx− (x2 + 2xy + by2)dy

(x2 + y2)2

áûëî ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè u(x, y), è íàéòè ýòó ôóíêöèþ.

1342. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå:

y′ = (x− y)2 + 1.

1355. Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

(y − x)
√
1 + x2dy = (1 + y2)

3
2dx,

ïðèìåíèâ ïîäñòàíîâêó:
x = tg u, y = tg v.

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

1387. (x− 2y + 5)dx+ (2x− y + 4)dy = 0.

1398. Íàéòè ÷àñòíûé èíòåãðàë, êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â y0 ïðè x = x0.

y′ + y cosx = sin x cos x; x0 = 0, y0 = 1.

1420.
∞∫
0

√
1 + y′2dx = 2

√
x+ y. Íàéòè y.

1434. 5y′ + y2 = x−
12
5 .

Èíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèå ñ ìíîæèòåëåì îäíîãî èç âèäîâ M = f(x + y) èëè
M = f(xy):

1456. xy2dx+ (x2y − x)dy = 0.

Íàéòè èíòåãðàëû óðàâíåíèé:

1461. (x2 + y2 + y)dx− xdy = 0.
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1480. Îïðåäåëèâ ôóíêöèþ x = sn u ðàâåíñòâîì

u =

∞∫
0

dx√
(1− x)(1− k2x2)

è ââåäÿ ôóíêöèè
√
1− x2 = cn u,

√
1− k2x2 = dn u, äîêàçàòü ðàâåíñòâî:

snu cn v dn v + sn v cnu dnu

1− k2sn2 u sn2 v
= sn (u+ v).

Ðåøèòü óðàâíåíèÿ:

1497. x = ay′√
1+y′2

.

Íàéòè îñîáåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé:

1525. (xy′ + y)2 + 3x5(xy′ − 2y) = 0.

1661. Íàéòè îáùèé âèä ôóíêöèé u = f(x2 + y2 + z2), óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâ-
íåíèþ Ëàïëàñà îò òðåõ ïåðåìåííûõ: ∂2u

∂x2 +
∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

= 0.

1710. Íàïèñàòü îáùèå èíòåãðàëû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè:

yIV + 4y′′′ + 6y′′ + 4y′ + y = 0.

1721. Íàéòè îáùèå èíòåãðàëû ñëåäóþùèõ íåîäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

y′′ + y = 2 sin x sin 2x.

1795. Íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ñòîêñà

x2(1− x)2y′′ + βy = βx2(1− x2)

òàêîå, ÷òî y = y′ = 0 ïðè x = 0.

1799. Ðåøèòü ñèñòåìó:

dx
x−y

= dy
x+y

= dz
z
.

1811. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé, âûäåëèâ ðåøåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëü-
íûì äàííûì:
dy
dx

+ 3y + z = 0, dz
dx

− y + z = 0; y = z = 1 ïðè x = 0.

VIII. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà

Íàéòè îáùèé èíòåãðàë óðàâíåíèé:

1856. xz ∂z
∂x

+ yz ∂z
∂y

= x.

1865. x ∂z
∂x

+ y ∂z
∂y

= z + a
√
x2 + y2 + z2.

1872. (x+ y)
(
1 + ∂z

∂x
+ ∂z

∂x

)
+ z ∂z

∂x
= 0.
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1915. Íàéòè ïîâåðõíîñòü, óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

(y2 − x2 + 2xz)
∂z

∂x
+ 2y(z − x)

∂z

∂y
= 0

è çàêëþ÷àþùóþ ýëëèïñ x = 0, y2 + 4z2 = 4a2.

1921. Ñðåäè ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ x ∂z
∂x
+y ∂z

∂y
= 0, íàéòè òàêóþ,

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò è óðàâíåíèþ
(
∂z
∂x

)2
+

(
∂z
∂y

)2
= a2

x2+y2
.

1932. Èíòåãðèðîâàòü ñèñòåìû óðàâíåíèé, ãäå äëÿ êðàòêîñòè ïîëîæåíî ∂z
∂xi

= pi.{
p1 − 2p2 − p4x

2
4(1 + x1) = 0,

p1 + p2x1 + p3x1x
2
3 = 0.

1951. Ïðîèíòåãðèðîâàòü óðàâíåíèÿ:

dx3 =
x3+x2

x1−x2
dx1 − x1+x3

x1−x2
dx2,

dx4 =
x4+x2

x1−x2
dx1 − x4+x1

x1−x2
dx2.

Íàéòè ïîëíûå èíòåãðàëû ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé.

1974. p21 + p22 = ω(
√
x2 + y2), ââåäÿ ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû.

1997. (p1x1 + p2x2)
2 − z(p1x1 + p2x2) + p21 + p22 = 0.

IX. Îïðåäåëåííûå èíòåãðàëû

2042. Èñõîäÿ èç ôîðìóëû

x2n − 1 = (x2 − 1)
n−1∏
k=1

(x2 − 2x cos kπ
n
+ 1),

ïîëó÷èòü âåëè÷èíó èíòåãðàëà Ïóàññîíà:
π∫
0
ln(1− 2x cosφ+ x2)dφ = 0 ïðè |x| < 1 è π ln(x2) ïðè |x| > 1.

2088. Â ïåðåïèñêå Ýéëåðà è Ëàãðàíæà èíòåãðàë
∞∫
0

e−ax−e−bx

x
dx, ðàâíûé ln b

a
ïðè

b > a > 0, ïðåîáðàçóåòñÿ òàê:

∞∫
0

e−ax − e−bx

x
dx =

∞∫
0

e−axdx

x
−

∞∫
0

e−bxdx

x
.

Â ïðàâîé ÷àñòè ïåðâûé èíòåãðàë ïðåîáðàçóåòñÿ ïîäñòàíîâêîé ax = t, à âòîðîé �
ïîäñòàíîâêîé bx = t. Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷àåòñÿ:

ln
b

a
=

∞∫
0

e−ax − e−bx

x
dx =

∞∫
0

e−tdt

t
−

∞∫
0

e−tdt

t
= 0.

Ãäå ïðè÷èíà ïîëó÷åííîãî àáñóðäà?
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Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

2093.
b∫
a

√
x−a
b−x

xdx = π
8
(b− a)(a+ 3b).

2104.

π
2∫
0

dx√
tg x

=

π
2∫
0

√
tg xdx = π√

2
.

Íàéòè âåëè÷èíû èíòåãðàëîâ:

2116.
1∫
0
(1− x2)ndx.

2147.
1∫
0

ln(1−x)
x

dx.

2170.
π∫
0

sin2 xdx
(1−2a cosx+a2)(1−2b cosx+b2)

.

2187.
∞∫
0
(e−

a2

x2 − e−
b2

x2 )dx.

2221.
1∫
0
x 3
√
1− x3dx.

2257. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:

lim
n→0

α
∞∫

−∞

f(x+u)du
a2+u2 = π f(x+0)+f(x−0)

2
,

åñëè èíòåãðàë àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ, à f(x + 0) è f(x − 0) � ïðàâûé è ëåâûé
ïðåäåëû f(ξ) ïðè ξ → x.

2312. Äîêàçàòü òîæäåñòâî Ðàìàíóäæàíà:

√
α

∞∫
0

e−x2
dx

chαx
=

√
β

∞∫
0

e−x2
dx

chβx
; αβ = π.

2316. Ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè x−a
b−x

= α
β

et

e−t äîêàçàòü ðàâåíñòâî:

b∫
a
[(x− a)(b− x)]

− 3
2c

−
(

α2

x−a
+ β2

b−x

)
dx =

√
πα+β

αβ
(b− a)−

3
2 e

2αβ
b−a .

X. Ðÿäû. Ðÿäû Ôóðüå
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3. Ë.Ä. Êóäðÿâöåâ. Êóðñ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ìîñêâà, Âûñøàÿ øêîëà,
1981.
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ÌÅÕÀÍÈÊÀ

I. Äâèæåíèå ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé.

II. Âàðèöèîííûå ïðèíöèïû â ìåõàíèêå.

III. Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå.

1.1. Îïðåäåëèòü çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîëå U(x):

a)U(x) = A(e−2αx − 2e−αx),

b)U(x) = − U0

ch2αx
,

c)U(x) = U0tg
2αx.

1.3. Îïðåäåëèòü ïðèáëèæåííî çàêîí äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîëå U(x) âáëèçè
òî÷êè îñòàíîâêè x = a.
Óêàçàíèå.Âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì U(x) â ðÿä Òåéëîðà âáëèçè òî÷êè x = a.
Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè U ′(a) ̸= 0, è U ′(a) = 0, U ′′(a) ̸= 0.

1.4. Îïðåäåëèòü, ïî êàêîìó çàêîíó îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü ïåðèîä äâèæå-
íèÿ ÷àñòèöû â ïîëå U(x) ïðè ïðèáëèæåíèè ýíåðãèè E ê Um.

1.8. Îïðåäåëèòü èçìåíåíèå çàêîíà äâèæåíèÿ ÷àñòèöû íà ó÷àñòêå, íå ñîäåðæà-
ùèì òî÷êè îñòàíîâêè, âûçâàííîå äîáàâëåíèåì ê ïîëþ U(x) ìàëîé äîáàâêè δU(x).

2.1. Îïèñàòü êà÷åñòâåííî õàðàêòåð äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîëå U(r) = −α
r
− γ

r3

ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ìîìåíòà èìïóëüñà è ýíåðãèè.

2.4. Îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû â ïîëå U(r) = α
r
− β

r2
. Íàéòè âðåìÿ ïàäå-

íèÿ ÷àñòèöû â öåíòð ïîëÿ ñ ðàññòîÿíèÿ r. Ñêîëüêî îáîðîòîâ âîêðóã öåíòðà ñäåëàåò
ïðè ýòîì ÷àñòèöà?

2.5. Îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû â ïîëå U(r) = −α
r
+ β

r2
. Íàéòè óãëîâîå ðàñ-

ñòîÿíèå ∆φ ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîõîæäåíèÿìè ïåðèãåëèÿ(òî÷êè
r = rmin), ïåðèîä ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé Tr è ïåðèîä îáðàùåíèÿ Tφ. Ïðè êàêîì
óñëîâèè òðàåêòîðèÿ îêàæåòñÿ çàìêíóòîé?

2.9. ×àñòèöà â ïîëå U(r) óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü ñ ðàññòîÿíèÿ r ̸= 0. Áóäåò
ëè ÷èñëî îáîðîòîâ, ñäåëàííûõ åþ âîêðóã öåíòðà, êîíå÷íûì?

a)U(r) = αr−n,

b)U(r) = −αr−n.

2.14. Íàéòè îáëàñòü, íåäîñòèæèìóþ äëÿ ïó÷êà ÷àñòèö, ëåòÿùèõ èç áåñêîíå÷-
íîñòè ñî ñêîðîñòüþ v ïàðàëëåëüíî îñè z è ðàññåèâàåìûõ ïîëåì U(r) = α

r
.
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2.17. Îïðåäåëèòü èçìåíåíèå çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé
òî÷êè â öåíòðàëüíîì ïîëå U(r) îò ýíåðãèè è ìîìåíòà, âûçâàííîå èçìåíåíèåì ïîëÿ
íà ìàëóþ âåëè÷èíó δU(r).

2.30. Íàéòè òðàåêòîðèþ è çàêîí äâèæåíèÿ çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ìàãíèòíîì
ïîëå H = gr

r3
(ïîëå ìàãíèòíîãî ìîíîïîëÿ).

Ïîäîáíûé âèä èìååò ìàãíèòíîå ïîëå òîíêîãî äëèííîãî ñîëåíîèäà âíå åãî â òî÷-
êàõ, óäàëåííûõ îò åãî òîðöà íà ðàññòîÿíèå, áîëüøîå ïî ñðàâíåíèþ ñ äèàìåòðîì
ñîëåíîèäà, íî ìàëîå ïî ñðàâíåíèþ ñ åãî äëèíîé.

2.36. Èññëåäîâàòü âëèÿíèå ìàëîé äîáàâêè δU(r) = Fr ê êóëîíîâñêîìó ïîëþ íà
ôèíèòíîå äâèæåíèå ÷àñòèöû.
à)Íàéòè ñðåäíþþ (çà ïåðèîä) ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà.
á) Îïðåäåëèòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ìîìåíòà èìïóëüñà, ðàçìåðîâ è îðèåíòàöèè
îðáèòû, åñëè ñèëà F ëåæèò â ïëîñêîñòè îðáèòû.
â) Òîò æå âîïðîñ ïðè ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè ñèëû.
Óêàçàíèå. Ñîñòàâèòü è ðåøèòü óñðåäíåííûå ïî ïåðèîäó óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ
âåêòîðîâ M = m[rv]è A = [vM]− αr

r
.

3.2. Íàéòè ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà êîòîðîé ñîâ-
ïàäàåò ñ ðåçåðôîðäîâñêèì.

3.9. Íàéòè äèôôåðåíöèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö â ïîëå
U(r) = − α

r2
.

3.11. Ïîòîê ÷àñòèö, ñêîðîñòè êîòîðûõ ïåðâîíà÷àëüíî ïàðàëëåëüíû îñè z, ðàñ-
ñåèâàåòñÿ íà íåïîäâèæíîì ýëëèïñîèäå

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

. Íàéòè äèôôåðåíöèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ, åñëè ýëëèïñîèä:
à)ãëàäêèé óïðóãèé; á)ãëàäêèé íåóïðóãèé; â)øåðîõîâàòûé óïðóãèé.

3.14. Îïðåäåëèòü óñðåäíåííîå ïî âðåìåíè äèôôåðåíöèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå-
÷åíèå ðàññåÿíèÿ êàê ôóíêöèþ ïðèîáðåòàåìîé ÷àñòèöàìè ýíåðãèè ïðè ðàññåÿíèè
â ïîëå U(r, t) = (V1 + V2 sinωt)e

−χ2r2 áûñòðûõ ÷àñòèö (E ≫ V1,2).

IV. Êîëåáàíèÿ.

5.2. Íàéòè ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû. Ñèñòåìà âðàùàåòñÿ â ïîëå òÿ-
æåñòè âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω.

5.9. Íàéòè óñòàíîâèâøèåñÿ ìàëûå êîëåáàíèÿ ïëîñêîãî ìàÿòíèêà, òî÷êà ïîäâåñà
êîòîðîãî ðàâíîìåðíî äâèæåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà a ñ ÷àñòîòîé Ω. Äëèíà
ìàÿòíèêà l (l ≫ a).

5.12. Îïðåäåëèòü ýíåðãèþ Å, ïðèîáðåòåííóþ îñöèëÿòîðîì ïîä äåéñòâèåì ñèëû
F (t) = e−(t/τ)2 çà âñå âðåìÿ åå äåéñòâèÿ, åñëè ïðè t = −∞
à)îñöèëëÿòîð ïîêîèëñÿ;
á)àìïëèòóäà êîëåáàíèé áûëà ðàâíà a.

5.15. Îñöèëëÿòîð ìîæåò êîëåáàòüñÿ òîëüêî âäîëü îñè z . Íàéòè äèôôåðåí-
öèàëüíîå ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà äî ýíåðãèè ε áûñòðîé
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÷àñòèöåé, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ íèì ïî çàêîíó U(r) = V e−χ2r2 . Ñêîðîñòü ÷àñòèöû
v∞ ïàðàëëåëüíà îñè z, åå ýíåðãèÿ E ≫ V . Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà ε0.

6.11. Íàéòè ñâîáîäíûå ìàëûå êîëåáàíèÿ äâîéíîãî ìàÿòíèêà, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âåðõíèé ìàÿòíèê âåðòèêàëåí, íèæíèé îòêëîíåí íà óãîë β ≪ 1 , à ñêîðîñòè
èõ ðàâíû íóëþ. Ìàññû ìàÿòíèêîâ M è m, ïðè÷åì M ≫ m.

6.18. Íàéòè íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ òðåõ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö, ñâÿçàííûõ îäèíà-
êîâûìè ïðóæèíêàìè è ìîãóùèõ äâèãàòüñÿ ïî êîëüöó.
Îïðåäåëèòü íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû, ïðèâîäÿùèå ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ê ñóììå
êâàäðàòîâ.

6.30. Êàêèå èç íîðìàëüíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû ìàëî èçìåíÿþòñÿ ïðè ìàëîì
èçìåíåíèè ñèñòåìû, ñîñòîÿùåì â ñëåäóþùåì:
à)æåñòêîñòü ïðóæèíû 1-2 èçìåíåíà íà ìàëóþ âåëè÷èíó δk;
á)ê ÷àñòèöå 3 äîáàâëåí ìàëûé ïåðåãðóçîê δm;
â)ê ÷àñòèöå 1 äîáàâëåí ïåðåãðóçîê δm1, à ê ÷àñòèöå 2 - δm2?

6.31. Äëÿ ñëó÷àåâ à) è á) çàäà÷è 6.30. îïèñàòü ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, åñëè â
íà÷àëüíûé ìîìåíò ÷àñòèöû 1 è 3 ñìåùåíû íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó íà îäèíàêîâûå
ðàññòîÿíèÿ. Íà÷àëüíûå ñêîðîñòè ÷àñòèö ðàâíû íóëþ.

6.36. Îïðåäåëèòü ñâîáîäíûå êîëåáàíèå àíèçîòðîïíîãî çàðÿæåííîãî îñöèëëÿòî-

ðà ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé U(r) =
m(ω12x

2+ω22y
2+ω32z

2)

2
â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì

ïîëå H, ïàðàëëåëüíîì îñè z. Ðàññìîòðåòü, â ÷àñòíîñòè, ïîäðîáíåå ïðåäåëüíûå
ñëó÷àè:

a)|ωH| ≪ |ω1 − ω2|;

b)|ωH| ≫ ω1,2;

c)ω1 = ω2 ≫ |ωH|

( çäåñü ωH = eH
mc
).

7.1. Îïðåäåëèòü íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû N îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ìàññû
m,ñâÿçàííûõ îäèíàêîâûìè ïðóæèíêàìè æåñòêîñòè k è ìîãóùèõ äâèãàòüñÿ ïî
ïðÿìîé.
Óêàçàíèå.Óäîáíî èñêàòü íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè áåãóùèõ
âîëí.

7.3. Íàéòè ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ N ÷àñòèö, ñîåäèíåííûõ ïðóæèíêàìè è ìîãó-
ùèõ äâèãàòüñÿ ïî êîëüöó. Ìàññû âñåõ ÷àñòèö è æåñòêîñòè ïðóæèíîê îäèíàêîâû.
Ïóñòü äâèæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåãóùóþ ïî êîëüöó âîëíó. Ïðîâåðèòü, ÷òî
ïîòîê ýíåðãèè ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ëèíåéíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè íà ãðóïïîâóþ
ñêîðîñòü.

7.9. à)Ê îäíîìó êîíöó èññêóñòâåííîé ëèíèè ïîäêëþ÷åí èñòî÷íèê ïåðåìåííîãî
íàïðÿæåíèÿ U cos γt. Êàêîå êîìïëåêñíîå ñîïðîòèâëåíèå Z(γ) ñëåäóåò ïîäêëþ÷èòü
ê äðóãîìó êîíöó ëèíèè, ÷òîáû êîëåáàíèÿ â íåé ïðåäñòàâëÿëè ñîáîé áåãóùóþ âîë-
íó, ò.å. ÷òîáû íàïðÿæåíèå íà êàæäîì èç êîíäåíñàòîðîâ îòëè÷àëîñü îò íàïðÿæåíèÿ
íà ñîñåäíåì òîëüêî îïðåäåëåííûì ñäâèãîì ôàçû?]
á)Òî æå äëÿ äðóãîé èññêóñòâåííîé ëèíèè.
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8.7. à) Îïðåäåëèòü àìïëèòóäó è ôàçó óñòàíîâèâøåãîñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà
ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå:

ẍ+ 2λẋ+ ω2
0(1 + h cos 2ωt)x+ βx3 = 0

(h≪ 1, |ω − ω0| ≪ ω0, βx
2 ≪ ω2

0)

á)Îïðåäåëèòü àìïëèòóäó òðåòüåé ãàðìîíèêè óñòàíîâèâøåãîñÿ êîëåáàíèÿ.

V. Äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà.

9.4. Íàéòè ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè øàðà ðàäèóñà R, èìåþùåãî âíóòðè ïî-
ëîñòü â ôîðìå øàðà ðàäèóñà r.

9.12. Ãèðîêîìïàñ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áûñòðî âðàùàþùèéñÿ äèñê, îñü êîòîðîãî
ìîæåò ñâîáîäíî ïîâîðà÷èâàòüñÿ â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Èññëåäîâàòü äâèæå-
íèå ãèðîêîìïàñà íà øèðîòå α. Óãëîâàÿ ñêîðîñòü âðàùåíèÿ Çåìëè Ω.

9.19. à) Ïëîñêèé ñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî ñâîåé îñè äèñê êàòèòñÿ ïî ãëàä-
êîé ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè(òðåíèå îòñóñòâóåò). Îïðåäåëèòü çàêîí äâèæåíèÿ
äèñêà â êâàäðàòóðàõ.
Èññëåäîâàòü ïîäðîáíåå çàêîí äâèæåíèÿ â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ.
Îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ óãîë íàêëîíà äèñêà ê ïëîñêîñòè îñòàåòñÿ ïîñòî-
ÿííûì.
Äèñê êàòèòñÿ òàê, ÷òî åãî îñü ñîõðàíÿåò îïðåäåëåííîå (ãîðèçîíòàëüíîå) íàïðàâ-
ëåíèå. Îïðåäåëèòü, ïðè êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âîêðóã ýòîé îñè òàêîå
äâèæåíèå óñòîé÷èâî.
á) Äèñê êàòèòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè. Íàéòè óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ è îòâåòèòü íà òå æå âîïðîñû, ÷òî è â ïóíêòå à).
â) Òî æå äëÿ äèñêà, êîòîðûé êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, íå ïðîñêàëü-
çûâàÿ è íå ïðîâîðà÷èâàÿñü âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè.(Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñöåïëåíèå
äèñêà ñ ïëîñêîñòüþ â "òî÷êå"ñîïðèêîñíîâåíèÿ òàêîâî, ÷òî ïëîùàäêà â ìåñòå êîí-
òàêòà íå ñêîëüçèò ïî ïëîñêîñòè è íå ïðîâîðà÷èâàåòñÿ. Ïîòåðÿìè ýíåðãèè íà òðåíèå
êà÷åíèÿ ïðåíåáðå÷ü.)
ã) Íàõîäÿùèéñÿ íà íàêëîíîé ïëîñêîñòè äèñê âðàùàåòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ âî-
êðóã ñâîåãî äèàìåòðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ýòîé ïëîñêîñòè. Íàéòè ñìåùåíèå äèñêà
çà áîëüøîå âðåìÿ. Íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü ñîñòàâëÿåò ìàëûé óãîë α ñ ãîðèçîíòàëü-
íîé.

9.21. Íàéòè îòêëîíåíèÿ ê âîñòîêó è ê þãó îò âåðòèêàëè ñâîáîäíî ïàäàþùåãî ñ
âûñîòû h òåëà. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü òåëà ðàâíà íóëþ.

9.24. Íàéòè ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû m, ïðèêðåïëåííîé ïðóæèíêàìè æåñò-
êîñòè k1 è k2 ê ðàìêå, âðàùàþùåéñÿ â ñâîåé ïëîñêîñòè ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ Ω.
×àñòèöà ìîæåò äâèãàòüñÿ â ïëîñêîñòè ðàìêè.

VI. Êàíîíè÷åñêèé ôîðìàëèçì â ìåõàíèêå.

10.5. Íàéòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèöû, ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà êîòîðîé
H(p, r) = c|p|

n(p,r)
(ëó÷ ñâåòà). Íàéòè òðàåêòîðèþ, åñëè n(r) = αx.
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10.14.Âû÷èñëèòü ñêîáêè Ïóàññîíà:

a){Mi, xj}, {Mi, pj}, {Mi,Mj};

b){ap,br}, {aM,br}, {aM,bM};

c){M, rp}, {p, rn}, {p, (ar)2}.

Çäåñü xi, pi,Mi - äåêàðòîâû êîìïîíåíòû âåêòîðîâ, à a,b - ïîñòîÿííûå âåêòîðû.

10.20. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðîåêöèè Mn ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñè,
ñâÿçàííûå ñî ñâîáîäíî âðàùàþùèìñÿ òåëîì. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà

H =
1

2

∑
α,β

(I−1
αβ )MαMβ

.

10.23. Äîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèå ëþáîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ñèñòåìû
f(p(t), q(t)) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ p è q â ìîìåíò t = 0 ôîðìóëîé:

f(p(t), q(t)) = f +
t

1!
{H, f}+ t2

2!
{H{H, f}}+ ...

ãäå f = f(p(0), q(0)), à H = H(p(0), q(0)) - ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà. (Ðÿä ïðåäïîëàãà-
åòñÿ ñõîäÿùèìñÿ.)
Âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ ýòîé ôîðìóëû p(t), q(t), p(t)2, q(t)2 äëÿ:
à)÷àñòèöû â îäíîðîäíîì ïîëå;
á)îñöèëëÿòîðà.

10.25. à)Ïóñòü ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ q1, p1 ëèøü ÷åðåç
ïîñðåäñòâî ôóíêöèè f(q1, p1)

H = H(f(q1, p1), q2, p2, ..., qN , pN).

Äîêàçàòü, ÷òî f(q1, p1) åñòü èíòåãðàë äâèæåíèÿ.
á)Íàéòè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ÷àñòèöû â ïîëå U(r) = ar

r3
(èñïîëüçîâàòü ñôåðè÷å-

ñêèå êîîðäèíàòû).

11.12. Êàêîâ ñìûñë êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãî ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèåé Φ(q, P ) = αqP?

11.16. Âûÿñíèòü ñìûñë êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, çàäàâàåìûõ ïðîèçâîäÿ-
ùèìè ôóíêöèÿìè:

a)Φ(r,P) = rP+ δaP;

b)Φ(r,P) = rP+ δφ[rP];

c)Φ(q, P, t) = qP + δτH(q, P, t);

d)Φ(r,P) = rP+ δα(r2 +P2).

ãäå r - äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, à δa, δφ, δτ, δα- áåñêîíå÷íî ìàëûå ïàðàìåòðû.

11.19.Êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàíî ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé Φ(q, P ) =
qP + λW (q, P ), ãäå λ → 0. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(q, p) íàéòè ñ òî÷íîñòüþ
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äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè èçìåíåíèÿ åå âåëè÷èíû, ñâÿçàííîå ñ èçìåíåíèÿì àð-
ãóìåíòîâ

δf(q, p) = f(Q,P )− f(q, p)

.

12.15. Êîðîòêàÿ ìàãíèòíàÿ ëèíçà îáðàçîâàíà ïîëåì, îïðåäåëÿåìûì âåêòîðíûì
ïîòåíöèàëîì Aφ = 1

2
rHz(z), Ar = 0, Az = 0 (Hz îòëè÷íî îò íóëÿ â îáëàñòè |z| < a

). Èç òî÷êè (0, 0, z0) íà ëèíçó ïàäàåò ïó÷îê ýëåêòðîíîâ, áëèçêèõ ê îñè z. Íàéòè
òî÷êó (0, 0, z1), ãäå ïó÷îê áóäåò ñôîêóñèðîâàí. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî z0, z1 ≫ a .
Óêàçàíèå.Èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè èñêàòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî
ñòåïåíÿì r

S(r, φ, z, t) = −Et+ pφφ+ f(z) + rψ(z) +
r2

2
σ(z) + ....

12.18. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó îá èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâè-
æåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïîëíîãî èíòåãðàëà óðàâíåíèÿ

∂S

∂t
+H(−∂S

∂p
, p, t) = 0,

ãäå H(q, p, t)- ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà.(Óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè â p-
ïðåäñòàâëåíèè.)

13.12. Íà îñöèëëÿòîð äåéñòâóåò ñèëà F (t). Íàéòè çàâèñèìîñòü àäèàáàòè÷åñêîãî
èíâàðèàíòà I = 1

2π

∮
pdq îò âðåìåíè.

VII. Ìåõàíèêà êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì

VIII. Ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä. Ýëåìåíòû òåîðèè óïðóãîñòè
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ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ II.

I. Ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè. Àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå

1. Ïðîäèôôåðåíöèèðîâàòü ôóíêöèè ez, z2, z2, f(z) = xy. Â êàêèõ òî÷êàõ ñó-
ùåñòâóþò èõ (êîìïëåêñíûå) ïðîèçâîäíûå?

2. Âîññòàíîâèòü àíàëèòè÷åñêóþ â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ôóíêöèþ f(z) ïî
ñëåäóþùèì äàííûì:

Re f(z) = x3 + 6x2y − 3xy2 − 2y3 , f(0) = 0 .

II. Ðÿäû Ëîðàíà

Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = 1/z2 â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = i.

2. Ðàçëîæèòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ â ðÿä Ëîðàíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0:

f(z) =
2z2 + 4z − 1

2z2 − 3z − 2
.

Îïðåäåëèòü ðàäèóñ ñõîäèìîñòè ðÿäà.

3. Ðàçëîæèòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z âî âñåõ ìàê-
ñèìàëüíûõ êîëüöàõ, â êîòîðûõ ýòî âîçìîæíî:

f(z) = 1 +
1

1 + 2z
+

3

z − 2
.

Â êàêèõ êîëüöàõ ýòà ôóíêöèÿ ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì (z − 2)? ïî
ñòåïåíÿì (z − 2i)?

4. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(z) = z3 sin(1/z) â ðÿä Ëîðàíà ïî ñòåïåíÿì z âî âñåõ
ìàêñèìàëüíûõ êîëüöàõ, â êîòîðûõ ýòî âîçìîæíî.

III. Èçîëèðîâàííûå îñîáûå òî÷êè. Âû÷åòû

1. Îïðåäåëèòü îñîáûå òî÷êè è òèï îñîáåííîñòè ó ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

z20

(z − 1)3(z2 + 4)2
, ctg z − 1

z
,

e2z − 1

z2
, exp

(
cos

1

z

)
,

z3

(z − 1)3 sin 1
z

,
z4

sin z
z+i

.

2. Íàéòè âû÷åòû âî âñåõ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷êàõ ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

z cos
1

z
,

1

z3 − z5
.

IV. Âûäåëåíèå ðåãóëÿðíûõ âåòâåé ìíîãîçíà÷íûõ ôóíêöèé
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1. Âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü f(z) ôóíêöèè Ln z â îáëàñòè ñ ðàçðå-
çîì âäîëü ïîëîæèòåëüíîãî ëó÷à âåùåñòâåííîé îñè, îïðåäåëÿåìóþ óñëîâèåì
f
(
eπi/6

)
= 37πi/6. Íàéòè f

(
2eπi/3

)
.

2. Òà æå çàäà÷à â îáëàñòè ñ ðàçðåçîì âäîëü ëèíèè x = y, x ≥ 0.

3. Ðàçëîæèòü ôóíêöèè èç ïðåäûäóùèõ ïðèìåðîâ â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
òî÷êè z = i.

4. Âûäåëèòü ðåãóëÿðíóþ âåòâü f(z) ôóíêöèè Ln (4 + 3z − z2) â îáëàñòè ñ ðàç-
ðåçàìè âäîëü ëó÷åé âåùåñòâåííîé îñè x ≤ −1, x ≥ 4 òàêóþ ÷òî f(0) = ln 4. Íàéòè
f(1), f(5 + i0), f(5− i0), f(i), f ′(i) è ðàçëîæèòü f(z) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè
z = 1.

5. Ïóñòü f(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ôóíêöèè z1/3 â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàç-
ðåçîì âäîëü ëó÷à âåùåñòâåííîé îñè x ≥ 0 òàêàÿ ÷òî f(1 + i0) = e2πi/3. Ðàçëîæèòü
f(z) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = −2i.

6. Ïóñòü f(z) � ðåãóëÿðíàÿ âåòâü ôóíêöèè (1+ z2)1/3 â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ñ ðàçðåçàìè âäîëü x+ i, x ≤ 0, x ≥ 1; −i+ t(1+2i), 0 ≤ t ≤ 1 òàêàÿ ÷òî f(3i) = −2.
Âû÷èñëèòü f(2i), f(0), f(1), f ′(0) è íàéòè íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ
f(z) â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 2i.

V. Âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ñ ïîìîùüþ âû÷åòîâ

1.
∮
γ

dz

z3 − z5
, γ : |z − 1/2| = 1 . 2.

∮
γ

dz

ez − 1
, γ : |z − πi| = 4.

3.
∮
γ

dz

(z − 1)2 sin 1
z

, γ : |z| = 1/2 . 4.
∮
γ
sin

z + 2

1− z
dz , γ : |z| = 3.

5.

∞∫
−∞

x2 + 1

x4 + 1
dx. 6.

∞∫
0

cosαx

1 + x2
dx (èíòåãðàë Ëàïëàñà). 7.

∞∫
−∞

(x+ 5) sin 3x

x2 − 6x+ 10
dx.

8.

∞∫
0

dx√
x(x+ 1)2

. 9.

1∫
0

√
1− x

x

dx

x2 + 1
. 10.

5∫
2

x dx

[(x− 2)4(5− x)]1/5
.

11.

∞∫
0

ln2 x

1 + x2
dx.

VI. Êîíôîðìíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

VII. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ

VIII. Àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû

IX. Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè
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